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ZADANIE 1 (5 PKT.)

Udowodnij, ze suma szeScianéw trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 9.

ROZWIAZANIE

Trzy kolejne liczby naturalne mozemy oznaczy¢ przez n — 1,n,n + 1. Zatem ich suma sze-
ScianOw jest rOwna

(n—1°3+n*+n+1)>=
= (n® =31 +3n—1)+n®+ (1> +3n> +3n+1) = 3n° + 6.
Sposéb 1

Poniewaz
3n3 + 6n = 3n(n*+2),

Wystarczy pokazaé, ze liczba n(n? + 2) dzieli sie przez 3.
Jezeli n dzieli sie przez 3, to koniec.
Jezeli n daje reszte 1 z dzielenia przez 3, czylin = 3k + 1 to

n? +2 = (8k+1)*+2 = 9> + 6k + 3,

wiec n? 4 2 dzieli sie przez 3.
Jezeli natomiast n daje reszte 2 z dzielenia przez 3, czyli n = 3k + 2 to

n?+2=(3k+2)%+2=9k*+ 12k +6,
wiec tak jak poprzednio, n? + 2 dzieli sie przez 3.
Sposéb I1
Poniewaz
313 + 6n = 9n® — (6n> —6n) = 9n® —6n(n* —1) =9n® —6(n — )n(n+1),

wystarczy pokazaé, ze (n — 1)n(n + 1) dzieli sie przez 3. To jednak jest oczywiste, bo jest to
iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych.
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Z ADANIE 2 (4 PKT.)
Dla kazdego n € IN wyrazy ciagu (a,) spelniaja dwa warunki a, + 4,11 = —*nzﬁ%’iﬂo i

ay — ap1 = "=+, Oblicz, ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie.

ROZWIAZANIE

Dodajac dwie dane réwnosci stronami (zeby zredukowac a,,, 1) otrzymujemy

S —n*+8n+40+n—4 —n*+9n+36
" 17 B 17 '

Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, wystarczy sprawdzi¢, kiedy dodatni jest licznik.

—n?4+9m+36>0 /-(-1)
n?—9n—36 <0
A = 81 + 144 = 225 = 157

9-15 _9+15

np = T —3, no T 12

ne(—=3,12).

Poniewaz interesuja nas tylko dodatnie wartosci n, mamyn =1,2,...,11.

Odpowiedz: ay,ay, ..., a11

ZADANIE 3 (6 PKT.)

Liczbe 255 przedstaw jako sume czterech catkowitych sktadnikéw bedacych kolejnymi wy-
razami ciagu geometrycznego tak, aby trzeci wyraz byt o 45 wiekszy od wyrazu pierwszego.

ROZWIAZANIE

Szukamy rozkladu postaci
255 = a1 +a1q + a1q2 + a1q3,

gdzie
alqz = a7+ 45
a1(g> —1) =45
o = 45
-1

Podzielilismy powyzej przez q*> — 1, ale fatwo sprawdzaé, ze § = +1 nie moze spelnia¢
warunkow zadania.
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Podstawiamy otrzymane wyrazenie do pierwszej réwnosci i mamy

a1(14q+¢* +¢°) = 255

2 3
45(1+Z+q +q):255 /.45
g —1
l+q+q*(1+9q) _ 17
g>—1 3
1+g)(1+gq) 17
(-1@+1) 3
1+¢4* 17
g—1 3
343¢> =179 17
3> —174+20=0
A = 289 — 240 = 49
17-7 5 1747
=76 ~3 Y 177 ~*
]eZelingto
45 45 45 405

nie jest liczba catkowita.
Zatem g = 4 i mamy
45 45

pu— :3’
P2-1 16—1

a| =

co daje szukany rozktad
255 =3 412 448 + 192.

Odpowiedz: 255 = 3 + 12 + 48 4- 192

K, on T

Z ADANIE 4 (4 PKT.)

Réznymi pierwiastkami réwnania kwadratowego (m — 2)x? — 2x + 1 = 0 sa liczby x1 oraz
xp. Narysuj wykres funkdji f(m) = |x1 + x2 + x1 - x2].

ROZWIAZANIE
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Skoro mamy mie¢ rownanie kwadratowe, to musi by¢é m # 2. Jezeli ma mie¢ ono dwa rézne
pierwiastki, to musi by¢

0<A=4—-4(m—-2)=4—4m+8=12—4m
dm < 12 <— m < 3.

Przy powyzszych zatozeniach mozemy skorzysta¢ ze wzoréw Viete’a
1

_ Cc __
X1Xp = 1= m=3"

—b 2
{x1+x2:7 pr)

zatem interesujaca nas funkcja ma wzoér

2 1 3
f(m):!x1+xz+x1-x2|:‘ + ‘—‘ '

m-2 m-2 m—2

Wykresem funkcji y = % jest hiperbola y = % przesunieta o 2 jednostki w prawo. Aby
otrzyma¢ funkcje y = \%\ nalezy czeé¢ bedaca pod osia Ox odbi¢ do goéry. Nalezy tez
pamietac o obcieciu dziedziny do zbioru (—oco,2) U (2,3).

<
<

+5 +5

+1

\—N\ +3 +5 m -5 -1 +3 +5 m
y=3/(m-2) -1

Ul
(8]

ZADANIE 5 (4 PKT.)

Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym suma diugosci obu przyprostokatnych jest réwna su-
mie dlugosci Srednic okregéw wpisanego i opisanego na tym trdjkacie.

ROZWIAZANIE

Jezeli przyprostokatne trojkata to a i b, a przeciwprostokatna ¢, to mamy R = 5, bo Srednica
okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym jest doktadnie przeciwprostokatna.

Sposéb 1
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a

Promien r okregu wpisanego mozemy wyliczy¢ ze wzoru na pole

1 1
zab—P—E(a—kbch)r

Mamy zatem
ab
r=—.
a+b+c
Liczymy sume $rednic

2ab
a+b+c
ac+bc+c®>+2ab  ac+bc+a®+b*+2ab
a+b+c n a+b+c n
cla+b)+(a+b)?> (a+b)(c+a+b)

A+ b+ e S

Sposéb 11

2R+2r=c+

Jezeli polaczymy Srodek O okregu wpisanego w tréjkat prostokatny ABC z jego wierzchot-
kami, to odcinki te dziela katy tréjkata na potowy. Jezeli dorysujemy jeszcze rzuty punktu
O na boki tréjkata, to mamy trzy pary przystajacych tréjkatéw prostokatnych. Oznaczajac
odpowiednio ich boki, wida¢, ze

2R=c=(a—-r)+(b—-r) = 2R+2r=a+b.

ZADANIE 6 (4 PKT.)

Podstawa graniastostupa prostego jest romb, ktérego krétsza przekatna ma dtugosc c, a kat
ostry miare 2a. Pole przekroju wyznaczonego przez krawedz boczna graniastostupa i diuz-
sza przekatna podstawy wynosi P. Oblicz dlugos$¢ dtuzszej przekatnej graniastostupa, wy-
konaj rysunek bryly i zaznacz w nim wilasciwy przekro;.
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ROZWIAZANIE

Zaczynamy oczywiscie od szkicowego rysunku.

|
| 4
a
4
(4
1 7
4
1 /
,
1 ,
4
1 ’
1,7
d
D.:
fo--1---2)C
/// N _-"
// \\O,,"
.7 N
P 2
- >
PA -
/(ﬁ - \\
A .

Dlugosc¢ przekatnej AE wyliczymy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie prostokatnym
ACE, najpierw jednak musimy wyliczy¢ dtugosci odcinkéw AC i CE.

Poniewaz przekatne rombu sa dwusiecznymi jego katéw wewnetrznych oraz przecinaja
sie pod katem prostym, trojkat ABO jest trojkatem prostokatnym o kacie ostrym a. Zatem

OB ~ ton
A0~ 8
<
A0 — OB _ 3 _ c
tgea  tga  2tga
AC =2A0 =
tga’
Wykorzystajmy teraz informacje o podanym polu przekroju.
P=AC-CE
P P Ptga
CE = = — = .
AC ﬁ c

Pozostato policzy¢ dtugosé przekatnej AE.

2 \/cA+ P2tgt
\/AC2+CE2—\/ i tg “_ &%

tg zx ctgu

v/ A4 P2tghn

ctga

Odpowiedz:

ZADANIE 7 (5 PKT.)
W czworokacie ABCD przekatne przecinaja sie w punkcie o wspoh‘zednych P=(-37)w

taki sposéb, ze |PC| : |AP| = |PD| : |BP| = 1: 3. Wiedzac, ze AC 4,6] 1 BD — [—10, 2],
oblicz wspélrzedne wierzchotkéw tego czworokata. Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest tra-
bezem
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ROZWIAZANIE

Zaczynamy od szkicowego rysunku.

N

A

Z podanych informacji wiemy, ze

— 3= 3 9
AP = JAC = (4,6 = {3,5].

[-3—x4,7 —ya] = {3, g}

—3—x A= 3 = XA = —6
7-ya=3 = Yya=3
Zatem A = (—6,3).
Podobnie obliczamy wspoéirzedne pozostatych wierzchotkéw czworokata.

— 5
[4,6] =AC = |xc+6,yc — 5

4=xc+6 = xc=-2
6=yc—3 = yc=7%
Zatem C = (—2,Y)
— 3= 3 15 3
BP = JBD = ;[-10,-2] = {—7,—5] :
15 3
3—xp,7—ypl=|-—=, -2
[ 3 XB, yB] |: 2 2:|
—3—XB=—125 = XBI%
7-yp=-3 = yp=74.

Zatem B = (3, Y) i pozostato obliczy¢ wierzchotek D.

H
[—10, —2] = BD = {XD — ;,yD — 1—7}

2
—1OZXD—% = xD:—%
2=yp-4 = yp=7%.

Zatem D = (-4, 1)
Fakt 7e czworokat ABCTD) ie<ct trane7em 117asadnimv na dwa spo<obv
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Sposéb 1

Z tresci zadania wiemy, ze AP = 3PC i BP = 3PD. To oznacza, ze tréjkaty ABP i CPD sa
podobne w skali 3:1 (bo maja wspoélny kat przy wierzchotku P). Zatem

£LCAB = LACD,

co oznacza, ze proste AB i CD sa réwnolegle.

Sposéb 11

—  —
Wystarczy wykaza¢, ze wektory AB i DC sa réwnolegle. Liczymy

_>
pe=[24 1,7 2] _[7]

2’2 2 2’
— 9 17 5 21
AB = |Z ) I S

— —
Widaé stad, ze AB = 3 - DC, co koriczy dowdd.

—

Odpowiedz: A = (—6,%),8 = (3,%),C= (_2,177),[) = (_1_21,§)

ZADANIE 8 (5 PKT.)

Wykaz, ze cosinus kata przeciecia sie wykreséw funkeji f(x) = §x +1ig(x) = —xv2+9
41/6-3/3

jest rowny ===,

ROZWIAZANIE

OczywiScie na poczatku szkicujemy obrazek.

X

+5 C

Sposéb 1
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Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoru na tangens réznicy, dos¢ tatwo jest wyliczy¢ tangens
interesujacego nas kata. Z tréjkata ABC tatwo zauwazyg, ze

o o t —tga
tgy = tg(180° — (@ + 180 —5))=tg(5_a):—1i€gﬁ§ga:
_ -V2-3  3V2-4  3vV2+4

1-v2-4  3-4V2  -3+4V2

Naturalne teraz bytoby wyliczenie z tego tangens cosinusa, ale my zrobimy inaczej. Z poda-
nego w zadaniu cosinusa wyliczymy tangens i sprawdzimy, Ze jest on rowny powyzszemu
wyrazeniu. Liczymy najpierw sinus

sinx = /1 — cos? x = \/1_ (4\/51—523\/5)2 _ \/ 96 -24V18+27 _

225
V225 -123472v2  V102+72V/2
B 15 B 15 ‘

Zatem tangens jest rowny

Lo_siny  VIGIRE 5340005 V3442400
8% cosx 4v6-3v3 o 4/6-3V3  4/2-3

Pozostato poréwnac¢ to z wczesniej otrzymanym wyrazeniem.

344+24v2  3v2+4
42 -3 —3+4V2

\V34+24V2=3vV2+4 /()

34 4+ 24v/2 = 18 4+ 24V/2 + 16
0 = 0.

Zatem wszystko sie zgadza. Zauwazmy, ze mogliémy réwnos¢ podnie$¢ stronami do kwa-
dratu, bo obie strony byly dodatnie.

Sposoéb I1

Tak jak w poprzednim sposobie zauwazamy, ze vy = f — a. Tym razem skorzystamy jednak
Ze Wzoru na cosinus réznicy.

cos(B —a) = cos fcosa + sin Bsina.
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Wiemy, ze tga = % oraz x < 90°. Mamy zatem

sina 4 2
cosa 3 /0
sin & - 16
cos2a 9
1 — cos?u _E
cos2ae 9
1 16 25
= — 1:—
cos2 w 9 * 9 N
1 —§ = cosoc—§
cosa 3 5
9 16 4
i = — 2 ey —_— = _— = =
sinoe = v/1 — cos“w 1 75 75 5

Podobnie wyliczamy sin 8 i cos f. Musimy jedynie pamieta¢, ze cos < 0.

Mamy wiec

sin 8 _ _2 /()2

cos 3

sinzﬁ_

cos?

1 — cos? B
P =2

cos*

cosz/ﬂ +1=3 //

1 V3
cos,B =-V3 = COSﬁ__T__?
sinf = /1 —cos?f \/1—— \/7_ \/?6

4
cos(ﬁ—oc):cosﬁcosa—I—sin[%sinzx:—\/73-§+\/76~5

ZADANIE 9 (4 PKT.)

33 a6 _ 334416

15 15 15

Oblicz warto$¢ funkdji f(x) = |1 — 2¥73| dla argumentu

1
x = log, (log%2 8 +log,, 64 - log, 18 + log%2 18 + 4910837> .
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ROZWIAZANIE

Przeksztal¢my najpierw podane wyrazenie korzystajac ze znanych wiasnosci logarytmoéw.
x = logs (log%2 8 + log,, 64 - log;, 18 + log%2 18 + 4910g137) =
= logys (10g%2 8 + log,, 8" - log,, 18 + log}, 18 + 49'°87 3) =
= log;; (108%2 8 +2log;, 8- log,, 18 +log, 18 + (710%73>2) —

= logy; ((10812 8 +log;,18)* + 32) = logy; ((10812 144)% + 9) =
=log5(2> +9) = log; 13 = 1.
Zatem

1] 3] 3
— 192 |1 ==
f)y=1-2 |_’1 4’_‘4‘_4.

Odpowiedz: 3

Z ADANIE 10 (4 PKT.)

Postugujac sie wykresem funkcji f (x) = cos2x dla x € (—7‘(, 37”>, rozwiaz nierd6wnosé
cos 2x < sina wiedzac, ze miara kata « jest rtOwna mierze fukowej kata Srodkowego okregu
opartego na 15—2 okregu.

ROZWIAZANIE

Obliczmy najpierw « —jest to % kata pelnego, czyli

5 5
a= 2= -7
Zatem
sina = sin§7'c = sin (7‘[— z) = sinz _1
6 6/ 6 2
Teraz szkicujemy wykres y = cos 2x.
y=C05(2x)
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Rozwiazanie nierdownosci cos2x < % odczytamy z wykresu, ale najpierw zastanéwmy
sie, gdzie funkcja y = cos2x przecina prosta y = % Zwykly cosinus przecina te prosta w
punktach x = % + 2k i x = — 7% + 2k7r. My mamy jednak 2x zamiast x, co daje nam punkty
x = ¢ +kmix = —% +km. Latwo sprawdzi¢, ze w interesujacym nas przedziale jest 5

punktéw tej postaci:
St m m b5m 7

6" 66" 6" 6
Teraz z obrazka odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci:

e (5T _m\,(m5m)  (7x 3n
6’ 6 6’ 6 6 2/

Odpowiedz: (—2Z, —Z) U (£,2E) U (ZZ, 1)

a1

ZADANIE 11 (5 PKT.)

Liczba uczniow w klasie jest 812 razy mniejsza od liczby utworzonych z nich uporzadko-
wanych tréjek. Oblicz prawdopodobieristwo wylosowania trzech oséb, ktére sa zapisane w
dzienniku pod numerami pierwszym, drugim, i trzecim (uwzgledniamy kolejnosc).

ROZWIAZANIE

Powiedzmy, ze uczniéw jest n. Zatem uporzadkowanych tréjek uczniow jest
nn—1)(n-2)

(pierwszego ucznia mozemy wybrac na n, drugiegonan — 1, a trzeciego na n — 2 sposobéw).
Mamy wiec rOwnanie

812n =n(n—1)(n—2)

812=(n—1)(n—2).
Mozna to réwnanie rozwiazaé A-a, ale mozna tez zgadnaé rozwiazanie: wystarczy zauwa-
zy¢, ze

812 = 28 - 29.
Zatemn —1 = 29, czyli n = 30.
Zajmijmy sie teraz prawdopodobiefistwem. Za zdarzenia sprzyjajace przyjmujemy upo-

rzadkowane tréjki wylosowanych oséb, wiec

| =30-29 - 28 = 24360.
Jest doktadnie jedno zdarzenie sprzyjajace, wiec szukane prawdopodobienistwo jest réwne

1
P = 24360

. .. 1
Odpowiedz: 5355
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